2. N0i dung, phwong phap va giii phap thuc hién

2.1. Noi dung, phuwong phap

2.1.1. Co 56 Iy thuyét

a) Khdi niém ham sé hop va céng thire tinh dao ham ciia ham s6 hop

Gia st u = g(x)1a ham s6 clia X, x4c dinh trén khodng (a;b )va lay gia

tri trén khoang (C;d); y = f(u) 1a ham s6 cta U, xac dinh trén (C; d) va
lay gia tri trén R . Khi d6, ta 1ap mot ham sb xac dinh trén (a;b)vé lay gia tri
trén R theo quy tic sau: x — f(g(x)).
Ta goi ham x — f(g(x)) 1a ham sb hop ctia ham y = f (1) véi u = g(x)
Néu ham s6 u = g(x)c6 dao ham tai x 1a u' vaham sy = f(u) c6 dao ham
tai u 1a p', thi ham s6 hop y = f(g(u)) c6 dao ham tai x 1a y'. .=y, u'..

b) Piéu kién du dé ham so don diéu

Gia st ham s y = f(x) ¢6 dao ham trén khoang K.

-Néu f'(x)>0, Vxe K thihamsb y = f(x) dong bién trén khoang K .

- Néu f'(x) <0, Vx e K thi hdm sd y = f(x) nghich bién trén khoang X .

- Néu f'(x)=0, Vx e K thi ham s6 khong ddi trén khoang K.

M6 rong:

- Néu f'(x)20, VxeK va f'(x)=0 chi tai mot s6 hiru han diém thi ham
s6 y = f(x) dong bién trén khoang K .

- Néu f'(x)<0, Vxe K va f'(x)=0 chi tai mot s6 hitu han diém thi ham
s6 y = f(x) nghich bién trén khoang X .

c) Piéu kién dii dé ham sé dat cuc tri

Dinh ly 1:
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Gia st ham s £ lién tyc trén khodng (a;b) chira diém x, va c6 dao ham
trén cac khoang (a;x,) va (x,;6). Khi do

-Néu f'(x)<0 véi moi xe(a;x,) va f'(x)>0 voi moi x e(x,;b) thi ham
sb f dat cuc tiéu tai diém X,

-Néu f'(x)>0 véi moi x e(a;x,) va f'(x)<0 véi moi x € (x,;b) thi ham
sb f dat cuc dai tai diém X,-

Dinh ly 2:

Gia st him sb f c6 dao ham cép mot trén khoang (a;b) chura diém x,,
f'(x,)=0va f c6 dao ham cap hai khac 0 tai diém x,.

-Néu f"(x,)<0 thi ham s6 f dat cuc dai tai diém x,.

-Néu f"(x,)>0 thi ham s6 f dat cyc tiéu tai diém x,.

d) Mot sé két qud mé réng

- Néu ham sd y= f(x) va y=g(x) déu dong bién trén K thi ham sb
y = f(x)+g(x) ciing dong bién trén K.

- Néu ham s6 y= f(x) va y=g(x) déu nghich bién trén K thi ham sb
y = f(x)+g(x) ciing nghich bién trén K.

- Choham sd y = f(x) lién tuc trén R:

+S6 diém cuc tri caa ham sb yv=f (‘x‘) gép ddi s diém cuc tri ¢6 hoanh do
duong ctia ham s6 y = f(x) cong thém 1.

+ S diém cuc tri cia ham s y = | f (x)| bﬁng téng s6 diém cuc tri cua ham
s6 y = f(x) cong voi sb nghiém bdi 1é ciia phuong trinh £(x)=0.

e) Phwong phdp ghép bang bién thién gidi mot sé bai todn lién quan dén
ham s6 hop
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D¢ giai quyét bai toan lién quan dén ham s0 hop g(x) = f(u(x)). Ta thyc
hién theo cac budc sau day:

Buéc 1: Tim tap xé4c dinh ciia ham g(x) = f (u(x)). Gia su tap xé4c dinh tim
duoc nhu sau:

D=(a;a,)V(asa,)u...u(a, ;a,), (o thé a,1a —0; a, 14 +o0)

Buwéc 2: Xét sy bién thién ciia ham u = u(x) vaham y= f(x) .

Lap bang bién thién kép, xét sy twong quan gitra I:x;u =u (x)] va
(=1 (u)]

(Bdng bién thién ndy thuong cé 3 dong)

z a; az e ap-1 ap

. PEE Uy — Up
u(@) [ by by by % '

Dong 1: Xéc dinh cac diém dic bi¢t cia ham u=u (x) , sap x&p cac diém
nay theo thir tu tang dan tur trai qua phai, giai st nhu sau:
a,<a,<..<a,  <a, (xemchaysol).

n—1

Trén mdi khodng (u,;u,,, ), v6i (i =Ln —1) can bo sung cac diém dac biét

b,b,,...h, ciaham s y = f(x).

eTrén moi khoang (ui;uM), vol (i =Ln —1), sap xép cac diém u,;;b, theo
thir tu, chang han: u, <b <b, <...<b,<u,, hodc u >b >b,>...>b >u, (xem
chu y s0 2).
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Dong 3: Xét chidu bién thién ciia ham sé g(x) = f(u(x)) dua vao bang bién
thién ctia ham s6 y = f(x) bing cach hoan d6i u dong vai trod cua x; f(u)
dong vai trd clia f(x). Sau khi hoan thién bang bién thién g(x) = f (u(x)) ta
s& thiy dugc hinh dang cta do thi ham s nay.

Buéc 3: Dung bang bién thién cta ham s6 hop g(x) = f (u(x)) dé giai
quyét cac yéu cau cua bai toan va dua ra két luan.

Mt s6 chii y quan trong khi sir dung phwong phap ghép bang bién
thién dé giai quyét cac bai toan vé ham hop:

Chuy1:

* Cac diém dic biét cua u=u (x) g@)m: cac diém bién cua tap xac dinh D,
céc diém cuc tri ciia ham sd u=u (x) .

* Néu xét ham u = ‘u (x)‘ thi & dong 1 cac diém dic biét con co nghiém caa
phuong trinh u (x) =0. (14 hoanh d6 giao diém ctia d6 thi ham sé u =u (x) voi
truc Ox).

* Néu xét ham u = u (|x]) thi o dong 1 cac diém dic biét con co s6 0 (1a hoanh
d6 giao diém ctia d6 thi ham s6 u =u(x) va tryc Oy).

Chuay2:

* C6 thé dung thém cac mili tén dé thé hién chiéu bién thién cla u = u(x).

* Diém ddc biét cia ham s6 y = f(x) gdm: cac diém tai do f(x) va f(x)
khong xéc dinh, cic diém cyc trj ctia ham sb y = f(x).

* Néu xét ham g = ‘ f (u(x))‘ thi trong dong 2 cac diém dic biét con co

nghiém cua phuong trinh f'(x)=0.

* Néu xét ham g(x) = f (u (|x|)) thi trong dong 2 cac diém dic biét con co sb
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Trong céac bai toan co thé str dung phuong phap ghép bang bién thién, dé bai
s& cho chung ta thong tin vé d0 thj hodc bang bién thién cua ham hop f (u(x))
khi da biét thong tin tir ham s6 f'(x) va u(x). Tir d6 ta hinh thanh so do tu duy
bt budc nhu sau: x —u(x) = f(u(x)).

2.1.2. Ap dung vao bdi todn thuong gdp

Dang 1: Xét tinh don diéu ciia ham s hop

Vi du 1. Cho ham s6y = f(x) c6 dao ham trén Rva c6 d6 thi ham so
y = f'(x) nhu hinh bén. Xét sy don di¢u cia ham s6 y = f(x)+3.

Ay

=)

/AN

"\

Loi giai

“y

Taco y' = f'(x).

506 f(x)>0 —1<x<l1
=3 &
4 g | x>4

[x<—1

'<0 ' 0 .
ys <:>f(x)< <:>_l<x<4

Vay ham s y=f(x)+3 dong bién trén cic khoang (-1;1) va (4;+),
nghich bién trén cac khoang (—o0;—1) va (1;4).
Vidu 2. Choham sé y = f(x) xac dinh va lién tuc trén R, ¢6 dao ham f "(x)

thdéa man
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Tim cac khoang nghich bién ctia ham s6 y = £ (1-x).
Loi gidi

Taco: y=f(1-x)=y' =—f"(1-x)

l<x<2

l-x>1 x<0
<0 —f"(1- 0 "(1- 0
y'<0e-f(1-x)<0e f'(1-x)> Q{—1<l—x<0<:{

Vay ham s6 y = f(1-x) c6 nghich bién trén khoang (-o0;0) va (1;2)

Vi du 3. Cho ham s y = f(x). D6 thi ham s6 vh y=f'(x)

. L -1 / \1 4
dong bién trén khoang nao trong cac khoang sau ?

0 T
A. (—oo;—2). B. (—2;—1). \/

C. (-10). D. (1;2).

y = f'(x) nhu hinh bén. Héi ham s6 g (x)= (=)

Loi giai
Cich 1. Taco g'(x)=2xf(x*).

x>0 (x>0
f'(xz) >0 theo do thi /() —l<x’ <l vx’>4
>

x<0 x<0
f'(x2)<0 xX*<-1vil<x’<4

g'(x)>0=

O<x<lvx>2
=
2<x<-1
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[x=0
v=0 o L x=0
Cich2.Taco g'(x)=0< theo do thi (x) ol x=41
fr(x2):0 x2 _
x=12
_x2 =4
Bang bién thién
r |—oc —2 -1 0 1 2 “+oc
g!

VAV AY

Dua vao bang bién thién va déi chiéu véi cac dap an, ta chon dap an B.

Vi du 4. Cho ham s f (x)co dao ham lién tuc trén R. Do thi ciia ham

» = /'(x)nhw hinh v&. Xét tinh don diéu ctia him s g(x) = f(x* -2).

Loi giai

Na f(x)>0ex>2
xzzvafx> X

Dua vao d6 thi ham sb suy ra f'(x)=0<= {
Xét g(x)=f(x"~2) 6 tap xac dinh R

g'(x)= 2x.f’(x2 —2)
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g‘(x)=0<:> ¥ —2=-le|x=4+1
x> =2=2 x=%2

(¥ =2)>0ex’ -2>20>2.

Do d6, ta c6 bang xét dau g'(x)

X -0 -2 -1 ] l 2 +0
2x - | = | £ 0 + | + | +
fr ( JCZ i ) T ] - 0 - | - 0 - 0 +
g'(x) -0 4+ 0 + 0 - 0 - 0 4

Ttr bang xét dau suy ra:

- Ham s6 dong bién trén cac khodng (—2;0)va (2;+m).

- Ham s6 nghich bién trén céc khoang (—o0;—2)va (0;2).

Vi du 5. Cho ham s6 y=f (x) c6 dao ham lién tuc trén R. Ham s

y=f"(x) ¢6 dd thj nhu hinh v& sau:

y
y= f'(x)

Tim céc khodng don diéu ciia ham s6 g(x)= f(x)+x+1.

Loi giai
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Ta co: g'(x)=1"(x)+1.
Duya vao d6 thi ham sé y = f'(x) suy ra:

x>

[x<1

f’(x)+1<0c>f’(x)<—1<:>_3<x<5.

Vay ham sé g(x)= f(x)+ x+1d6ng bién trén cac khoang (1;3) va (5;+w)
, nghich bién trén cac khoang (—o031) va (3;5).

Vi dy 6. Cho ham s6 y = f'(x) lién tyc trén R va c6 bang bién thién nhu

Sau.
x —o0 1 2 3 4 o0
f'(x) + 0 - 0 + 0 = 0 +
3 e
2
f(=x)
1
5, 0

Hoi ham s6 y = f*(x)-3/7(x) nghich bién trén khoang nao duéi day?
A. (1;2). B.(3;4). C. (—oos1). D. (2;3).

Loi giai

f 0
Cich 1: Ta co /'(x)=3f"(x)] > (x)-2f (x)| =0 | f(x)=0.
f(x)=2
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[x=1
=2 =a(0 1
f(x)=0s );:3’f(x):0c>[z:z< <a< );
| x=4
[ x=b(a<b<l)
f(x)=0<:> iz;(l<c<2)
x=d (d>4)

Ta c6 bang xét ddu cua h(x):

x |- a b 1 c 2 3 4 d +0
K(x) - + 0 - 0+ 0 -0+ 0 -0+ 0 - 0 +

Tl bang xét dau, ta thiy duge 4'(x)<0,Vx €(2;3) nén A (x) nghich bién

trén khoang(2;3).
Cach 2: Dt u=f(x)=g(u)=0’ -3’

Xétham sb g(x)=x"—3x" c6 bang bién thién nhu sau:

x | —oc 0 2 +oo
g’ (x) + 0 — 0 +
0 +oo
g(x) /
e ® ©) —-4

Str dung phuong phap ghép bang bién thién:

u= f(x)) = 0 2 3 2 1 2 0 2 +oo

g(u)

Tl bang bién thién, suy ra ham s6 y = f(x) nghich bién trén khoang (2;3).
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Vidu 7. Cho ham s6 bac bon f(x) =ax' +bx’ +cx’ +dx+e(a,b,c,d,e GR),

biét f(1)= —% va d6 thi ham s6 y = f'(x) nhu hinh v&.

Ham sb g(x)= ‘Zf(x) —x*+ 2x‘ ddng bién trén khoang

A. (2340). B. (-11). C. (1:2). D. (—o0;-1).
Loi gidi

Xét h(x)=2f(x)-x*+2x=h"(x)=21"(x)-2x+2

Taco: h'(x)=02f"(x)-2x+2=0< f'(x)=x-1

Duya vao d6 thj ta thay, d6 thi ham sé y = f'(x) va dudng thing y =x-1

cit nhau tai 3 diém c6 hoanh d6 1a x=—Lx=1x=2
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x=-1
Do d6 phuong trinh f'(x)=x-1<|x=1

x=2
Bang bién thién
X = ~1 1 2 +
h'(x) - 0 + 0 - 0 +
") \ / ’ \ /
h(=1) h(2)
Bang bién thién ctia him s6 g(x) = ‘h(x)‘
X -0 -1 1 2 +00

-

i'(x) 0

h(x) \ - /' 0 o /
g(x) \ /\n / \. /

Vay ham sé g(x) = ‘Zf(x) —x*+ Zx‘ dong bién trén khoang (1;2).
Vi du 8. Cho ham s6 f(x) c6 dao ham trén R 1a f'(x)=(x-1)(x+3). Tim
tat ca cac gia tri ciia tham s6 m dé ham s y = f (x2 +3x— m) dong bién trén

khoang (0;2).

m<-—1 m<—1
A. . B. . C. -1<m<13. D. m>13.
— |m=>13 m>13

Loi giai
Ta cé y’=f’(x2 +3)c—m)=(2x+3)f'(x2 +3x—m).

Theo d¢ bai ta c6: f'(x)=(x—1)(x+3)
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f’(x)>0<:{x<_3 va f'(x)<0e-3<x<l,

x>1
Ham s6 dong bién trén khoang (0;2) khi y'>0,Vx €(0;2)
& (2x+3) f'(x* +3x—m) 2 0,vx € (0;2).

Vi 2x+3>0,Vx €(0;2) nén

Y'20,Vxe(0;2) < f/(x* +3x—m)20,Vxe(0;2)

x*+3x—m< -3 m>x*+3x+3
|, Vx e (0;2) < , Vx e(0;2)
X +3x-m2=>1 m<x +3x-1
m=>13
=
m<-—1

Vidu 9. Cho ham s6 y = f(x) c6 d6 thi nhu hinh v& bén dudi.
A

3

fr

Tim tat ca cc gia tri cua tham so m dé ham so y = f(cosx+2x+m) dong

bién trén khoang (0; + o).
A. m<1. B. m<1. C. m>1. D. m>1.
Loi gidi
Taco y'=(-sinx+2).f"(cosx+2x+m).
Ham s y = f(cosx +2x+m)lién tyc trén khoang (0; + ), suy ra:
Ham s y = f(cosx +2x+m)ddng bién trén khoang (0; +o0) khi va chi khi
(—sinx+2).f"(cosx+2x+m) >0, Vx e (0;40) (1)
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Do —sinx+2> 0, Vx e Rnén (1)< f'(cosx+2x+m) >0, Vx €(0;+0)(2)

Dua vao db thi ta c6

cosx+2x+m=2, Vx €(0;+0 cosx+2x=>2—m,Vxe(0;+0) (3a
(2)
= = .
cosx +2x+m <0, Vx € (0;+o0) cosx +2x <—m, Vxe(0;+0)  (3b)

Xétham g(x)=cosx+2x trén khoang (0; + =) c6 g'(x)=—sinx+2>0,
Vx € (0;+0) nén g(x) dong bién trén khoang (0; + o) ddong thdig(x) lién tuc
trén [0; +o0) suy ra [r011+10£1)g(x) =g(0)=1 Vé}irpwg(x) =+, Do d6, khong co
gia tri m thoa (3b);
(3a)=122-mem=1.Vay m=1.

Vi du 10. Cho ham s f(x)=x"+x"+2. C6 bao nhiéu gia trj nguyén am
cua tham s6 m dé ham sbg(x)= f(2|x+m|+m2 +1) ddng bién trén khoang
(4;40)?

A. 7. B. 8. C. 4.

=
(@)

Loi gidi
Tacod: f(x)=x"+x"+2= f'(x)=4x"+2x. Do d6 ham s6 f(x) dong
bién trén (0;+00).
Dit u=2x+m|+m’ +1, ham s6 u(x) c6 mot diém cuc trj 14 x =-m va co
bang bién thién nhu sau:

X I 0 —m +00

m-+1

u(x)

Str dung phuong phap ghép bang bién thién:
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X —Q0 —m +00

u +00 m-+1 +00

7 (u) w\‘ / )

Tl bang bién thién suy ra ham sb g(x) dong bién trén khoang (4;+ ) thi

(43+°O)C(—M;+00) nén —-m<4m>—4.

Dang 2: Cuec tri ciia ham s hop

xeR.Ham sbg(x)=/(3-x) c6 bao nhiéu diém cuc dai?

Lé btrc Hién

Loi giai

Vay ¢6 4 gia tri nguyén 4m cta tham s6 m thoa man. Chon C

Vidu 1. Cho ham sé y = f(x) ¢6 dao ham f'(x) =(x2 —1)(x —4) v6i moi

Taco ¢'(x)=—f'(3=x)=-| (3-x) ~1|(3-x—4)=(x+1)(x’ ~6x+8).

x=-1
g(x)=0 (x+1)(x —6x+8)=0|x=2 .
x=4
Bang xét d4u cia g'(x):
x ‘ —00 =1 2 4

J(x) | - 0o + 0 — 0

+

Tl bang xét du, ta nhan thiy ham sé g(x) c6 mot diém cyc dai la x=2.

Vi du 2. Cho ham s6 bac bén y = f(x) ¢6 dd thi nhu hinh bén.

vk

€

(@)

SR
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S diém cyc trj clia ham s6 g (x) = f(x3 + 3x2) la
A. 5. B. 3. C.7. D.11.
Loi gidi

Cich 1: Tlr d9 thi ta c6 bang bién thién ctia ham s6 y = f(x) nhu sau

f{a). \ / \ /

Ta cé g(x)zf(x3 +3x2) = g'(x)= (3x2 +6x).f’(x3 +3x2)

[x=0

) x=-2
3x*+6x=0

3 2
| x +3x =a;a<0
f’(x3+3x2):0

x’+3x°=b;0<b<4

_x3+3x2=c;c>4

Cho g'(x)=0< [

Xétham s§ h(x)=x"+3x> = h'(x) =3x" +6x.
Cho '(x)=0 = {

Bang bién thién

X |- -2 +o0
@ * o - o =
4 +on
(=) / \ |
—o0 0 /
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Lé btrc Hién

Y

—2 O
y=a
[

Ta c6 d6 thi cua ham /(x)=x"+3x” nhu sau

Tir dd thi ta thay:

Duong thing y = a cat d6 thi ham sé y =/h(x) tai 1 diém.
Duong thang y =5 cat dd thi ham s6 y =h(x) tai 3 diém.
Duong thing y = ¢ cit d6 thi ham s6 y = /(x) tai 1 diém.

Nhu vay phuong trinh g'(x) =0 c6 tat cd 7 nghi¢m don phan biét.

Vay ham sb g(x)= f(x3 +3x2) c6 7 cuc tri.

Cich 2: (Phuwong phap ghép bang bién thién)

Xét ham s6 u = x* +3x* ta cd u'=3x7 +6x:O<:{;CZ(_)2.
X -0 -2 0 +0
u=x*+3x> w0 a b 4 b 0 b 4 +0
fw A A /ﬂb&/f( b) +00
\
f(a)
Cong su: Nguyén Diéu Lé, Tran Duong Anh Khoa, T Lé Minh Thién, Nguyén Thi Thu Ngan) Trang 17



Goi a,b,c 1a cac diém cyc tri cia ham s6 y = f(x) khidé a<0<b<4<c
Vataciing c6 f(a)< f(c)<0; f(b)>0.
Suyrag(x)= f(x3 + 3x2) ¢4 7 diém cuec tri.

Vi du 3. Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham f'(x)= (3—x)(x2 —1) +2x, .
Vx e R. Héi ham s6 g(x)= f(x)—x* -1 dat cuc tiéu tai diém nao dudi day?

A.x=-1. B.x=1. C. x=3. D. x=0.
Loi giai
Chon B

Ta c6 g‘(x)zf'(x)—2x=(3—x)(x2 —1)+2x—2x:(3—x)(x2 —1).

=3
(x)=0e(3-x)(x-1)=0e|"
(x)=0G-n)(s 1) 0|
Ta c6 bang bién thién
—0 -1 1 3 +oo

g’?x) T 0 = 0 T 0 =
g(x) / \ / \

Duya vao bang bién thién suy ra ham s6 g(x) dat cyc tiéu tai x=1.

Vidu 4. Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham £'(x) trén R. DJ thi ciia ham sb
y = f(x) nhu hinh v&

D6 thi ham s6 y = (f (x))2 ¢ bao nhiéu diém cuc dai, cuc tiéu?
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A. 2 diém cyc dai, 3 diém cyc tiéu.  B. 2 diém cyc tiéu, 3 diém cuc dai.
C. 2 diém cuc dai, 2 diém cuc tiéu. D. 1 diém cuc dai, 3 diém cuc tiéu.
Loi giai
Chon A
Tiur dd thi suyra f(x) =0 c6 nghiém don 1a x = 0;x =3 va nghiém kép
x=1.
Va f'(x) =0 c6 3 nghiém don x =x, €(0;1); x=x, €(1;3) va x =1.
Taco:y = (f(x))2 = y'=2f"(x).f(x) co cac nghiém don la
x=0;x=3;x;;x, vainghiémbdi3 la x =1.

Ta c6 bang xét dau sau:

X — 0 X 1 X 5 +ae
fix) - ] -0 + 0 - 0 + | -
fx) + 0 - | - 0 - | - 0 +
V' =2f{x).f(x) - 0 + 0 - 0 + 0 - 0 +
CT Ch CT CH CT

Vay do6 thi ham s6 ¢6 2 diém cuc dai, 3 diém cuc tiéu.

ViduS. Biét rﬁng ham s6 f (x) xéac dinh, lién tuc trén R c6 d6 thi duoc

cho nhu hinh vé bén.
v
) < il
Y IR :
Tim sb diém cyc tri cia ham s6 y = fl:f(x)] :
A. 5. B. 3. C. 4. D. 6.
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Loi giai
Chon C

Xét ham s6 yzf[f(x)], y'=f’(x).f'[f(X)];

x=0 [x=0
o f'(x)=0 x=2 x=2
y = <:>{f'[f(x)}()<:> f(x)zOC> x=ae(2;+x0)’
_f(x)=2 _x:be(a;+oo)
f'(x)>0

Véi x € (—0;0) :>{ = [ f(x)]>0 = y'>0.

f(x)<0

/(%)
/(%)

. 0
V(’nxe(O;2):>{ jO:f’[f(x)}>O:>y’<O.

Véi x e(2;a) 2{f’(x)<>(§):>f'[f(x)}>0 = 3'>0.

/(%)

f'(x)>0

O<f(x)<2:>f’[f(x)]<0 = y'<0.

Vi x e(a;b) :>{

/(%)
/(%)

Ta c6 bang bién thién

. 0
V('nxe(b;-l—oo):{ :2:>f’[f(x)]>0 = 3'>0.

X —or 1] 2 a b o0
y' 0 0 [} =

5 | TR T TRe

Dua vao bang bién thién suy ra ham s y = f [ /(x)] o bon diém cuc tri.

Vi du 6. Cho ham s6 y = f(x) 1a ham da thirc bac bén c6 d6 thi ham s6

y = f'(x) nhu hinh vé&
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1

/—2—10 1 2 3

S6 diém cyc dai cia ham s6 g(x)= [f(l —2x)]3 la
A. 0. B. 1. C. 2.
Loi giai
Chon A
Taco g(x)=[f(1-2x)] = g'(x)=-6/"(1-2x)[ f(1-2x)].

Do [ f(1- 2x)]2 >0 nén dau g'(x) chi phu thudc déu ctia —6f"(1-2x).

Dua vao db thj ta c6:

f'(x):a(x+3)(x—l)2, a>0= ]”(1—2)c)=a(4—2x)(—2x)2

Suy ra g'(x) doi diu tir - sang + khi qua x =2 nén x =2 la diém cyc tiéu

cta ham s6 g(x).
Vay ham s6 g(x) khong c6 diém cuc dai.

Vidu 7. Cho ham s6 y=f(x) c6 dd thi (C) nhu hinh v& bén.

Lé birc Hién ‘ i
Cong su: Nguyen Diéu Lé, Tran Duong Anh Khoa, T6 Lé Minh Thién, Nguyén Thi Thu Ngén)

Trang 21



Hamsb y = f (x]) c6 bao nhiéu diém cuc tri?
A. 3. B. 4. C.s. D. 6.
Loi gidi
Chogn C
D6 thi (C') cia ham s6 y = f(|x[) dugc v& nhu sau:
+ Giit nguyén phan d6 thi ctia (C) ndm bén phdi truc tung ta dugce (C,).
+ Lay d6i xtmg qua truc tung phan d5 thi ctia (C,) ta duge (C,).

+Khi d6 (C')=(C,)u(C,) c6 d thi nhu hinh ve& dudi

VA

Tur do thi (C")ta thay ham s0 y = £ (|x]) c6 5 diém cyc tri.

Vi du 8. Cho ham s6 y = f(x) c6 bang bién thién nhu sau.

X —o0 -1 0 1 +o0

+a0 +o0

D6 thi ham s6 y = ‘ i (x)‘ ¢ bao nhiéu diém cuc trj ?
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Loi giai
Chen C

D6 thi ham y =|f (x)|g0m 2 phan:
+Phan dd thi y = f(x) nim trén Ox (K& ca giao diém trén tryc Ox)
+ Phan db thi ldy doi xting qua Ox ctia d6 thi y = f(x)nim dudi Ox

Tir d6 ta ¢6 bang bién thién cua y =|f (x)|.

0 1 +o0

() ”’\1 /'2\1 / M

Tir bang bién thién ndy ham s6 y =/ (x)| c6 3 cye tri.

X —0 s

Vidu 9. Cho ham s6 y = f(x) c6 bang bién thién nhu hinh v&

X —x -1 3 +E
f'® + 0 - 0 -
5 o+
= 4 v
f(x)
- * _:.' -

Ham s y = ‘f (1-3x)+ 1‘ ¢6 bao nhiéu diém cuc trj?

A. 2. B. 3. C. 4.

IS
[9)]

Loi giai
Chon D

bit g(x)=f(1-3x)+1.Suyra g'(x)=-3./(1-3x) .
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(1)=0e f(1-3x)=0 o] " oo o
A - 1-3x=3 2
X=—=
3
Suy ra bang bién thién:
2 2
I — 0O = E —3 —“+o
g'(x) = 0 + 0 =
+oc 5
g(x) \ / \
i e
—+oo 3 5 +oo
lg(x)] \ / \ / \ /
0 0 ]

Vay ham s6 y= | g(x)| ¢6 5 diém cuyc tri.
Vi du 10. C6 bao nhiéu gié tri nguyén cta tham sd m dé d thi ctia ham sb
y=x'-3x"+ m‘ ¢6 5 diém cuc tri?
A. 2. B. 3. C. 4. D. 5.
V& dugc d6 thi ham s6 f(x)=x" —3x” +m.
Y

@)

S S e e DD

Nhdn xét: DO thi cia ham s6 y =|£ (x)| nhan dugc bang cach tinh tién do thi
ham s6 y =x* —3x* 1én trén m don vi néu m >0 hoic tinh tién xudng dudi —m

don vinéu m<0.
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Do d6, ham sd y= ‘x3 -3x7 + m‘ ¢6 5 diém cuc tri < d6 thj ham s6
y=x*=3x> +m cat truc hoanh tai 3 diém phan biét.
Do d6: 0<m<4,(meZ)=me{1;2;3}, chon B.

2.1.3. Ung dung viéc khdo sat tinh chdt ciia ham sé hop dé gidi quyét mot
bai toan lién quan
Vidu 1: Cho ham s f(x). Biéthamsd f’(x) c6 dd thi nhu hinh dudi

day.

Trén [-4;3], ham s g(x)=2/(x)+(1 —x)2 dat gia tri nho nhét tai diém

nao?
A. x=-3. B. x =—4. C. x=-1. D. x=3..
Loi giai
Chgn C

Xétham sb g(x)=2/(x)+(1-x) trén [-4;3].
g'(x)=2f"(x)-2(1-x).

g(x)=0& f'(x)=1-x.

Trén d6 thi ham s6 f7(x) ta v& thém dudng thang y =1-x.
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4 -3 -2 -1 )
x=-4
Tir dd thi ta thiy f'(x)=1-x<|x=-1,
x=3

Ta l3p bang bién thién ctia ham sé g (x) trén doan [—4;3] nhu sau:

T |_4 -1 3
g'(x) = 0 +

9() \ /
g(—1)

Vay ming(x)=g(-1).

[-4:3]

Vi du 2. Cho ham s6 f(x) c6 bang bién thién nhu sau

x —0 -1 0

1
() + 0 - 0 + 0 -

ol SN

. 5 :
S6 nghiém thudc doan {0;77[} cua phuong trinh f (sm X) =11a

A. 7. B. 4. C.s. D. 6.
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Loi giai
. < . S
Cach 1: Dat r=sinx, x e [0;7} = re[-11]
Khi d6 phuong trinh f (sinx) =1 trg thanh f(¢) =1,Vz e[~ 1;1]
Day la phuong trinh hoanh d9 giao diém cua ham s y = f(¢) va dudng

thang ¥ = 1

t=ae(-10)
t=be(0;1)

Duya vao bang bién thién, taco f(7)=1= {
Truong hgp 1l: t=a e (—1;0)
Ung v6i mdi gia tri £ € (—1;0) thi phuong trinh sinx =¢ ¢6 2 nghiém
X,,X, théaman 7 <x, <x, <2r.
Truomg hep 2: 1 =be(0;1).
Ung v6i mdi gia tri ¢ € (0;1) thi phuong trinh c6 3 nghiém X,;,X,,X5thoa
N hY/4
man 0<x, <x, <7m;27 < x4 <7;
Nhan xét ca 5 nghiém trong 2 truong hop trén déu khac nhau.
Vay phuong trinh da cho c6 5 nghiém thudc doan [0;577[} .
Cach 2 ( Phuwong phap ghép bang bién thién)

Dat t=sinx, xe [0;57”} = re[-11]

Khi d6 phuong trinh f (sinx) =1 trg thanh f(¢) =1,Vt e[~ 1;1]
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Iu|‘u‘-1

H=sinx 0 > |

" A ... N
- W A v

0 0 0

Do d6 tong s6 nghiém ctia phuong trinh di cho 14 5.

Vi du 3. Cho ham s§ y = f(x) c6 bang bién thién nhu hinh v&:

C6 bao nhiéu gia tri nguyén cua tham s m dé phuong trinh

6/ (x> —4x)=m c6 it nhdt 3 nghiém thyc phan biét thuoc khoang (0;+%)?

A. 25. B.30. C. 29. D. 34.
Loi gidi
Chon B
PDitu=x"-4x=>u'=2x-4=0x=2
Str dung phuong phép ghép bang bién:
T 0 2 +o0
u |0 —2 —4 —2 0 +o0
2 2 oo
f(u)
-3
-3 -3
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Tir bang bién thién, ham s ¢o it nhat 3 nghiém phan biét khi
—3<%£2<:>—18<m£12.

Vi du 4. Cho ham s6 y = f(x) c6 dd thi dugc cho nhu & hinh v& bén dudi.
Hoi phuong trinh ‘ f (x3 —3x+1) —2‘ =1 c6 tat ca bao nhiéu nghiém thyuc phan

biét?

Loi giai

Cach 1:

- Dya vao d6 thi ham s f (x), ta co:

x3—3x+1=b(b<—1) (2)
_3x+1)=1 3 —o(—

‘f(x3—3x+1)—2‘=1<:> f(x X+) - x3 3x+1 c( 1<c<3) (3)

f(¥=3x+1)=3  |[x'=3x+1=d (d>3) (4)

X’ =3x+l=a(a>d) (1)

Dua vao dd thi ham s6 ¥ = x” —3x +1 (hinh v& dudi day)
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REAVAR

Ta suy ra: Phuong trinh (1), (2), (4) mdi phuong trinh ¢6 1 nghiém, phuong

trinh (3) ¢6 3 nghiém va cac nghiém nay déu phan biét.

Vay phuong trinh da cho c6 6 nghi€ém phan biét.

Cich 2: (Phuwong phap ghép bang bién thién)

Pitu=x"—-3x+1

Taco u'(x)=3x"=3; u'(x) =0 x=+1,

Bang bién thién ctia ham s6 u(x):

T | —oo -1 1 —|—oo

’ + 0 - 0

U / \_1/

Phuong trinh ‘f(x3 -3x+ 1) - 2‘ = 1tr¢ thanh: ‘f(u) - 2‘ =l

Tir d6 thi ham sé y = f (x) vaturbang bién thién ctia ham s
u(x)=x"-3x+1 ta cé bing sau bién thién ctia ham hop f(x3 —3x+ 1) = f(u)

nhu sau:

fiu)
/’/v S~ /“"’H \“\\. —

=0
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Tir bang trén ta thdy phuong trinh f (u) =1 ¢6 5 nghiém va phuong trinh
f (u) =3 ¢6 1 nghiém. Vay phuong trinh da cho c6 6 nghi¢m.

Vi du 5. Cho ham s6 f(x)c6 bang bién thién nhu sau:

T |- ~1 0 ! +00
(@) ~— 0 + 0 - 0 ~+
+o00 1 +o00
f(@) \ N /
-2 / —2
S6 nghiém thudc doan [-7;27] cta phuong trinh 2/ (sinx)+3=0 Ia
A. 4. B. 6. C.3 D.8
Loi gidi

Cach 1:

Pit t =sinx . Do x €[-7;27] nén t €[-11].
4 , . 3
Khi d6 ta c6 phuong trinh 2f(t)+3:O<:>f(t):—5_

Dua vao bang bién thién ta thay phuong trinh f (t) = —% c6 2 nghiém
t=ae(-10) vat=be(0;1).

Trudng hop 1: t =a €(-1,0)

Ung v6i mdi gia tri ¢ € (—1;0) thi phuong trinh ¢6 4 nghiém X, X,,X;,X,
thoa: —7 <x, <x,<0<7<x,<x, <27

Trudng hep 2:t = b e (0;1)

Ung v6i mdi gia tri ¢ € (0;1) thi phuong trinh c6 2 nghiém X5, X, thda
O<xs<x,<m.

Hién nhién ca 6 nghiém trong 2 truong hop trén déu khac nhau.
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Vay phuong trinh d4 cho c6 6 nghiém thudc doan [—7;27]

Ciach 2: (Phwong phap ghép bang bién thién)

V4
xX=—-—
2
bat t=sinxe[—1;1] vi XE[—7Z';27Z']; =0 cosx=0&< | x :% :
kY4
xX=—
L 2
X 3 T ir
* = = — 2
2 2 2
H=sinx 0 -1 0 l 0 -1 0

- =4 £, )
e b T, SR B S
P 4 < 7

[
1
L]
¥
L]

Tacod 2f(sinx)+3=0<:>f(sinx):—§.

Do d6 téng s6 nghiém cuia phwong trinh d3 cho 12 6.

Vi du 6. Cho ham s6 f(x)co 6 thi nhu hinh vé:

by

e - - -

) =

~No

bit g(x)= f[f(x)]. Tim s6 nghiém cia phuong trinh g'(x)=0.

A. 10. B.11. C.9. D. 8.
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Loi giai

f(x)=0 (1)

Tacs: £(x) =/ (xS LI g ()=0e ) r fon o 9)

Dua vao d6 thi ta thay:

x=0
THI: Phuong trinh f'(x)=0<|x=1
x=-1

f(x)=0 " (*)

TH2: Phuong trinh /[ f(x)]=0<| f(x)=1  (*¥)

Nhan xét:

- 86 nghiém clia phuong trinh (*) 1a s6 giao diém ctia d6 thi ham s6 y = f(x)
va duong thang y = 0. Suy ra phuong trinh (*) ¢6 2 nghiém.

- 86 nghiém ctia phuong trinh (**) 1a s6 giao diém cta do thi ham sb
y = f(x) va dudng thang y = 1. Suy ra phuong trinh (*) c6 3 nghiém .

- S6 nghiém cta phuong trinh (***) 1a s6 giao diém cta dd thi ham sb
y=f(x) va duong thang y =—1. Suy ra phuong trinh (*) c6 2 nghiém.

Vay s6 nghiém ctia phuong trinh g'(x)=01a 9.

Vidu 7. Cho ham s6 y = f(x) c6 dd thi nhu hinh v&
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Goi S 1a tap hop cac gia tri nguyén cua tham s m dé phuong trinh

f(f(x)+2)= % c¢6 3 nghiém phan biét. S6 phan tir ctia tap S 1a

A.11. B. 32. C.9. 34.

=

Loi giai
Dit u= f(x)+2. Tir d5 thi ta thdy ham s6 dat cuc tritai x=2 va x =5,

Str dung phuong phap ghép bang bién thién:

X —n 2 5 +o0
1 — 2 5 6 5 2 0 2 5 +n
tER r+:/:

V=3 AN /
ol S
/ 311

2

—D

Tir bang bién thién, phuong trinh c6 3 nghiém phan biét

8<m<26
-22<m<-4

—11<ﬂ<—2
ol 2 {

4<Z 13
2
Vay c6 34 gia tri cia m thdéa man.
Vi du 8. Cho ham s y = f(x) ¢6 d6 thi nhu hinh v&.

y‘_
3
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C6 bao nhiéu s nguyén cua tham s m dé phuong trinh
2[f(x):|3 - 9[f (x)]2 =m cb sb nghiém nhiéu nhit ?
A 1. B.12. C.13. D. 14.
Loi giai
bat u= f(x) thi phuong trinh tré thanh 2u° —9u® =m.

Xétham sé g(u)=2u’-9u’ = g'(u)=6u’ -18u=0 < [”
u

Str dung phuong phap ghép bang bién thién:

Phuong trinh ¢ nhiéu nghiém nhét khi va chi khi —20<m <—7 nén c6 12

sO nguyén m théa man yéu cau bai toan.

Vidu 9. Cho ham s6 y = f(x) c6 dd thi nhu hinh v& duéi day:
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Co6 bao nhiéu gid tri nguyén cta tham s6 m dé phuong trinh
‘3]‘2 (2x)—l2f(2x)—m‘ =1 ¢6 it nhat 7 nghiém phan biét thudc khoang (—o051)
?

A. 3. B. 4. C. 1. D. 2.

Ta co:

3£ (2x)-12f (2x)-m| =1

Dit u= f(2x), xéthams6 g(u)=3u"-12u—1=g'(u)=6u-12=0u=2

Str dung phuong phap ghép bang bién thién:

a —_— 1
2a —_— -1 2
u(x) | +oc 2 1 2 4
+oo -1
—10
glu(x))
—13 —13
g(u)=m

Ta can tim m dé hé c6 it nhdt 7 nghiém phan biét. Ta phac

g(u)+2:m

hoa dd thi hai ham s trén cung mdt hé truc toa d§ nhu sau:
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Pé h¢ c6 it nhit 7 nghiém phan bigt thi —11<m <-10 nén m € {~10},

Vi du 10. Cho ham s6 f(x)=ax* +bx* +¢ c¢6 dd thi nhu hinh vé.

!

S6 nghiém thuc cia phwong trinh ( f ( f (x))) =0 1a

A 4. B.15. C.12. D. 3.
Loi gidi
_f'(x):O
’ ' , , ~ f(x)=ae(-2;0)
Ta co (f(f(x))) =0 f'(x).f'(f(x) =0 £(x)=0
f(x)=be(0;2)

Phuong trinh f '(X) =0 ¢6 3 nghiém vi ham s6 ¢ 3 cuc tri.
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Phuong trinh f(x)=a €(-2;0) c6 4 nghi¢m phan bi¢t vi duong thing
y=ae(-2;0) cht db thi ham s tai 4 diém phan biét.

Phuong trinh f (X) =0 ¢6 4 nghiém phén biét vi do thi cat truc hoanh tai
4 diém phan biét.

Phuong trinh f(x)=5€(0;2) c6 4 nghiém phan biét vi dudng thang

y=be(0;2) cit dd thi ham s tai 4 diém phan biét.

Vay phuong trinh ( f ( f (x)))' =0 ¢6 15 nghiém thuc phan biét.
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2.1.4. Trich dan cdc dé thi
Ciu 1. (Pé thi HSG 16p 12-Tinh Quang Ngii nim hoc
2019-2020)

Cho ham s6 f(x)co6 dao ham trén R va ham f'(x) ¢6

d6 thi nhu hinh bén. Tim cac diém cuc tri cua ham so

g(x)z%f(Zx—l)+x2—x+2019.

Céu 2. (D¢ dy bi thi HSG 16p 12-Tinh Quing Ngii nim
hoc 2020-2021)

Cho ham s6 y = f(x) x4c dinh va lién tuc trén Rva c6

dd thi ham s6 y = f'(x) nhu hinh vé.

2
X

Xac dinh m dé ham s g(x)zf(m—x)+7—mx
nghich bién trén khoang (3; 4) .
Cau 3. (Pé thi HSG 16p 12-Tinh Quéng Ngii nim hoc 2021-2022)

Cho ham sb bacba y = f(x)=ax’ +bx’ + cx +d c6 bang bién thién nhu sau:

T
/() : s
ﬂo/ \_1 /

Hoi phuong trinh f ( f (sin x)) —2 =0 c¢6 bao nhiéu nghiém thudc doan

427
2

Lé birc Hién ‘ i
Cong su: Nguyen Diéu Lé, Tran Duong Anh Khoa, T6 Lé Minh Thién, Nguyén Thi Thu Ngan) Trang 39



Cau 4. (P& thi HSG 16p 12-Tinh Quéng Ngii nim hoc 2022-2023)

y

Cho ham da thtrc bac bon y = f(x). Biét dd thi
ciia ham s y = f'(2-x) 1a dudng cong & hinh v& .

bén. Tim cac diém cuc tri cua ham sO

h0) =2/ () =27, A

Céu 5. (Pé thi HSG 16p 12-Tinh Quang Ngii nim hoc 2023-2024)
Cho ham s6 bac bén y = f (x) ¢4 db thi nhu hinh bén.

Tim tit cd cac gia tri cia tham s6 m d€ ham so \ /7\2

h(x):‘f“ (x)—4f(x)+m‘ ¢ ding 7 diém cuec tri. \/ 0

Céu 6.(Dé thi THPT-M3i dé 101 — Nim hoc 2016-2017)

Cho ham sé y = f(x) cb bang bién thién nhw sau

x |—co -1 3 +i
1 + 0 = 0 —+
5 o
? / \ /
-0 1
Do thi ciia ham s6 y = ‘ f (x)‘ ¢4 bao nhiéu diém cuc tri?
A.5. B. 3. C. 4. D.2.

Céu 7. (Pé thi THPT-M3 d@& 101 — Nim hoc 2017-2018)
Cho hai ham s6 y = f(x),y = g(x). Haihamsb y = f'(x) va y = g'(x)
¢4 d6 thi nhu hinh vé& bén, trong d6 dwdng cong dam hon 13 d6 thi ctia ham

sby= g'(x).
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Ham sb h(x)=f(x+4)- g(2x —%j ddng bién trén khoang nao dudi day?

A. (5;2). B. (2;3j . C. (2;+00) . D. (6;§j .
5 = 4 5 4
Ciu 8. (Dé thi THPT-Mai dé 101 — Niim hoc 2018-2019) Cho ham sb f(x)

, bang xét ddu cua /"'(x) nhu sau:

Hamsé y=f (3 - 2x) nghich bién trén khoang nao dudi day?
A.(-2:1).  B.(2:4). c. (1;2). . (4;+).

Cau 9. (D¢ thi THPT-Ma4 dé 101 — Niim hoc 2018-2019) Cho ham s6 f(x)

, bang bién thién ciia ham s6 f'(x) nhu sau

—0 -1 0 l o
+0 2 +n
1 \ / \ /
g -1

S6 diém cuc tri ciia ham sé ¥ = f(X2 - ZX) la
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A.9. B. 3. C.7. D. 5.

Céu 10. (Pé thi THPT-Mi dé 101 — Niam hoc 2019-2020) Cho ham sb

£(x) bac 4 c6 bang bién thién nhu sau:

X -0 -1 0 1 +0
f'(x) -0 + 0 - 0 +
+0 »3 y 1
f(x)
) s )

S diém cyc tri cia ham s6 g(x) = x* |:f(x + 1)]2 la

A.11. B. 9. C.7. D. 5.

Cau 11. (Pé thi THPT-M3 dé 101 — Niam hoc 2019-2020-Pot 2) Cho ham
s0 f(x) ¢6 f£(0)=0. Biét y = £'(x) 1a ham s6 bac bon va c6 db thi 1a duong
cong trong hinh bén.

y v=Fx)

\/MO

S6 diém cuc tri cua ham sb g(x) = ‘f(x3) ~ x‘ la

A. 5. B. 4. C. 6. D. 3.
Céu 12. (Pé thi THPT-Ma dé 101 -Nim hoc 2020-2021)

Cho ham s6 bac ba y = f(x) c6 db thi 1a dwong cong trong hinh bén.
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S6 nghiém thyc phan biét cua phwong trinh f (f(x))=11a

A. 9. B. 3. C.6.

=
3

Cau 13. (D& thi THPT-Ma dé 101 — Niim hoc 2021-2022)
C6 bao nhiéu gia tri nguyén duong cta tham sé m dé ham sb
y= ‘x“ —2mx* + 64x‘ c6 ding ba diém cuc tri?
A.5. B. 6. C.12. D. 11.
Ciu 14. (Pé minh hoa ciia BGD— Nim hoc 2022-2023)
C6 bao nhidu gia tri nguyén cua tham s6 ae(-10;+%) dé ham sb
y= ‘x3 +(a+2)x+9- az‘ dé ham sb dong bién trén khoang (0;1)?

A. 12 B.11. C.6. D.5.
Cau 15. (Pé thi THPT-M3 dé 101 — Nam hoc 2022-2023)
Cho ham sb f (x) = x* —32x” + 4. Co bao nhiéu gia tri nguyén cua tham sd
m sao cho mg voi mdi m, tong gia tri cic nghiém phan biét thudc khoang

(-3;2) ctia phuong trinh f(x2 +2x+ 3) =m bang —4?

A. 145. B. 142. C. 144. D. 143.

Ciu 16. (Pé minh hoa thi THPT nim 2023-2024). Cho ham s6 y = f(x)
c6 dao ham f'(x)=x’ —3x—4,Vx e R. C6 bao nhiéu gia tri nguyén cua tham
s6 m sao cho img voi méi m, ham sé g(x) = f(—x" +3x* +m) c6 ding hai diém
cuc tri thudc khoang (1;4) ?

A.9. B.7. C.8. D. 10.
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